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高次高階ルジャンドル陪函数

• 最初の試み: 地球シミュレータ上 AFES T1279
(2002, Ohfuchi et al. 2004)

• 数値予報モデル:

– JMA GSM TL959（2007年にTL319から）
– ECMWF IFS TL1279（2010年にTL799から）
– NCEP GSM TL1534（2015年にT574から）

• 非静力学モデル: ECMWF IFS TL7999 (Wedi et al. 2013)
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球面調和函数

Y m
n (λ, θ) = P̃m

n (cos θ)eimλ (1)

ここで階数m: 東西波数, 次数n: 全波数, λ: 経度, θ: 余緯度,
P̃m
n (cos θ): 正規化されたルジャンドル陪函数

ルジャンドル陪函数をRodriguesの式

Pm
n (x) =

(−1)n

2nn!
(1− x2)m/2 dn+m

dxn+m
(1− x2)n (2)

ここでx = cos θ
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正規化

P̃m
n (cos θ) =

√
2n+ 1

2

(n−m)!

(n+m)!
Pm
n (cos θ) (3)

∫ 1

−1

[P̃m
n (cos θ)]2d cos θ = 1. (4)
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ルジャンドル陪函数を求める3点漸化式
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3点漸化式

P̃m
n (cos θ) = (amn cos θ)P̃m

n−1(cos θ)− bmn P̃m
n−2(cos θ) (5)

ここで

amn =

√
(2n− 1)(2n+ 1)

(n−m)(n+m)
, bmn =

amn
amn−1

. (6)
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扇形ルジャンドル陪函数

P̃m
m (cos θ) = (dmn sin θ)P̃m−1

m−1 (cos θ), (7)

ここで

dmn =

√
2m+ 1

2m
. (8)

P̃ 0
0 (cos θ) = 1/

√
2 （1に正規化）

sin θは極付近でアンダーフローを起こす可能性
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逆変換–順変換テスト

逆変換に続いて順変換を行い，誤差を

esa =

∣∣∣∣∣∣1− 2

J/2∑
j=1

[
P̃m
n (cos θj)

]2
wj

∣∣∣∣∣∣ (9)

と定義する。ここで P̃m
n (cos θ)は1に正規化.
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逆変換–順変換テスト

T1279 T2559

esa =

∣∣∣∣1− 2
∑J/2

j=1

[
P̃m
n (cos θj)

]2
wj

∣∣∣∣
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ルジャンドル陪函数を求める漸化式

(3点) (4点)
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4点漸化式

Belousov (1962), Nehrkorn (1990), Swarztrauber (1993)

P̃m
n (cos θ) =

√
(2n+ 1)(n+m− 3)(n+m− 2)

(2n− 3)(n+m− 1)(n+m)
P̃m−2
n−2 (cos θ)

−

√
(n−m+ 1)(n−m+ 2)

(n+m− 1)(n+m)
P̃m−2
n (cos θ)

+

√
(2n+ 1)(n−m− 1)(n−m)

(2n− 3)(n+m− 1)(n+m)
P̃m
n−2(cos θ). (10)

はアンダーフローを回避 (Enomoto et al. 2008; Wedi et al. 2013)
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フーリエ展開

Hobson (1931)

P̃n(cos θ) =

√
2n+ 1

2
2
1 · 3 · 5 · · · (2n− 1)

2 · 4 · 6 · · · · 2n

[
cosnθ

+
1 · n

1 · (2n− 1)
cos(n− 2)θ

+
1 · 3
1 · 2

n(n− 1)

(2n− 1)(2n− 3)
cos(n− 4)θ

+
1 · 3 · 5
1 · 2 · 3

n(n− 1)(n− 2)

(2n− 1)(2n− 3)(2n− 5)
cos(n− 6)θ + · · ·

]
.

(11)

P̃ 1
n(cos θ) = −[n(n+ 1)]−1/2dP̃ 0

n(cos θ)/dθ (Belousov 1962).
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倍率因子

cosnθの係数

an,n =

√
2n+ 1

2

(2n− 1)!!

2n−1n!
. (12)

Swarztrauber (2002)はan,nを次の式から計算

an,n =

√
1− 1

4n2
an−1,n−1. (13)

a1,1 =
√
3/2（1に正規化）
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フーリエ係数に対する漸化式

an,nを求めた後，an,kは次の漸化式を逆に辿って計算

l(2n− l + 1)an,n−l − (l − 1)(2n− l + 2)an,n−l+2 (14)

ここで，偶数のnに対して l = n− k and l = 2, 4, ..., n，奇数のnに
対して l = 2, 4, ..., n− 1 (Swarztrauber 2002).
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拡張浮動小数点数 (X-number)

Smith et al. (1981) Fukushima (2011)

X = xBi (15)

ここで 倍精度ではB = 2960，4倍精度ではB = 21600

Xが
1/
√
B ≤ |x| <

√
B (16)

であるとき正規数という。

1/B ≤ |x| < B. (17)

であるときを弱正規数と呼び，正規化を施す。
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数値実験

• 拡張浮動小数点数法とフーリエ法をT39からT10239まで比較。

• θjはPJをθの函数と見て，0点をNewton法とフーリエ法で計算。

• ガウス緯度は

w(θ) =
2J + 1[

dP̃J(cos θ)/dθ + P̃J(cos θ) cos θ/ sin θ
]2 (18)

で計算し，
∑J/2

j=0wj = 1となるように係数をかける (Yakimiw
1996; Swarztrauber 2002)。
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T5119

X-number Fourier
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T10239

X-number Fourier
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倍率因子

cosnθの係数

an,n =

√
2n+ 1

2

(2n− 1)!!

2n−1n!
. (19)

Swarztrauber (2002)はan,nを次の式から計算

an,n =

√
1− 1

4n2
an−1,n−1. (20)

a1,1 =
√
3/2（1に正規化）

しかし，式(20)の1/4n2は，nに伴って機械ϵ = 2.2204×10−16（倍
精度）に漸近し，1に対して極めて小さくなくる。
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倍率因子の別の表し方

誤差を避けるには式(20)を次のように表せば良い。

an,n =

√
(2n− 1)(2n+ 1)

2n
an−1,n−1. (21)

an,n =

√
2n+ 1

2

Γ(2n+ 1)

22n−1Γ2(n+ 1)
. (22)

ここでΓ(n+ 1) ≡ n!はガンマ函数 (Swarztrauber 2002).

Γ(n+ 1) = nne−n
√
2πn

(
1 +

1

12n
+

1

288n2
− 139

51840n3
− 571

2488320n4

+
163879

209018880n5
+

5246819

75246796800n6
− 534703531

902961561600n7
+ ...

)
.

(23)
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フーリエ係数の最大相対誤差

黒: Swarztrauber (2002), 赤: 式(21), 青: Γ函数
ϵ(xi)を4倍精度に対する誤差すると最大相対誤差は

mr(xi) = maxi |ϵ(xi)|/|xi|,
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T10239

Swarztrauber (2002) Γ(n > 128)
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T10239

X-number Fourier
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誤差のヒストグラム
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直交性

T1279

T2559 n = 2500, m = 1200: eo = 3.22 × 10−14 (X-number),
1.81× 10−14 (フーリエ法), 1.51× 10−16 (4倍精度)

eo =
∣∣∣∑J/2

j=1w(θj)P̃
m
n (cos θj)P̃

m
n′ (cos θj)

[
1 + (−1)n+n′

]∣∣∣
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相対誤差（relative precision）

erp =
δA

Ar
(24)

ここで

δA ≡
M∑
n=0

n∑
m=0

∣∣∣P̃m
n (cos θ)− P̂m

n (cos θ)
∣∣∣ (25)

Ar ≡
M∑
n=0

n∑
m=0

∣∣∣P̂m
n (cos θ)

∣∣∣ (26)

P̂m
n (cos θ)は4倍精度の拡張浮動小数点数法で計算
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恒等式

eid =

∣∣∣∣I − (M + 1)2

(M + 1)2

∣∣∣∣ (27)

ここで

I =
M∑
n=0

n∑
m=0

[
P

m

n (cos θ)
]2

= (M + 1)2 (28)

完全正規化されたルジャンドル陪函数 P
m

n (cos θ) はm = 0で2に，
m > 0で4に正規化 (Holmes and Featherstone 2002)
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erp and eidの解像度依存性
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CPU時間の解像度依存性

逐次 Mac Pro 2013 3.5 GHz 6コア Intel Xeon E5, 32 GBメモリ
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まとめ

• 3点漸化式は切断波数が1700程度でアンダーフローのため破綻。

• 拡張浮動小数点数や4点漸化式でアンダーフローを回避可。

• 4点漸化式はn > 2048で誤差が増大する。

• 誤差の原因となる倍率因子の式を書き換えることにより，
誤差はO(

√
n)の増大に抑制できる。

• 4点漸化式は拡張浮動小数点数よりも精度の点で有利。

• 計算コストや並列化は拡張浮動小数点数のほうが有利。
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